
极限的求法与技巧 

函数极限的计算是数学分析的基础，那么如何根据表达式求出极限值呢?对于这

一问题只能针对小同体型采取相应的求法。下面概括了常用的若干求极限的方

法，更多方法，有赖于人们去总结和发现。 

 

1.运用极限的定义 
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2. 利用等价无穷小替换 

常用的等价无穷小关系： 
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等价无穷小代换法 

   设 '' ,,,   都是同一极限过程中的无穷小量，且有： 
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例:求极限
22

2

0 sin

cos1
lim

xx

x

x




  

  解: ,~sin 22 xx   
2

)(
~cos1

22
2 x

x  

 
22

2

0 sin

cos1
lim

xx

x

x




=

2

12

)(

22

22


xx

x

 

注： 在利用等价无穷小做代换时，一般只在以乘积形式出现时可以互换，

若以和、差出现时，不要轻易代换，因为此时经过代换后，往往改变了它的无穷

小量之比的“阶数” 

3．利用极限的四则运算法则 

   极限的四则运算法则叙述如下： 
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上述性质对于 时也同样成立 xxx ,,  

  总的说来，就是函数的和、差、积、商的极限等于函数极限的和、差、积、商。 
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4、利用两个重要的极限。 
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例：求下列函数极限 

x

a x

x

1
lim)1(

0




、    

bx

ax

x cosln

cosln
lim)2(

0
、  

)1ln(

ln1
  

ln

)1ln(
  ,11  

u

au

x

a

a

u
xua

x
x





 于是则）令解：（  

a

u

a

u

u

a

u

au

x

a

ux

u
uuu

x

x
ln

)1ln(

ln
lim

)1ln(

ln
lim

)1ln(

ln
lim

1
lim

00

    

10000
















故有：

时，又当  

)]1(cos1ln[

)]1(cos1ln[(
lim)2(

0 




 bx

ax

x
、原式  

1cos

1cos

1cos

)]1(cos1ln[

1cos

)]1(cos1ln[(
lim

0 













 ax

bx

bx

bx

ax

ax

x
 

1cos

1cos
lim

0 




 ax

bx

x
 

2

2

2

2

2

2

2

2

0
2

2

0

)
2

(

)
2

(

)
2

(

2
sin

)
2

(

2
sin

lim

2
sin2

2
sin2

lim
a

b

x
a

x
b

x
b

x
b

x
a

x
a

x
b

x

xx











 

 

例：求下列函数的极限 
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5、利用无穷小量与无穷大量的关系。  
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例: 求下列极限 
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6. 变量替换 

例  求极限  .  

分析 当 时,分子、分母都趋于 ,不能直接应用法则,注意到 
,故可作变量替换.  

解  原式 =
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7. 分段函数的极限 

例  设

 

讨论 在点 处的极限是否存在.  



分析  所给函数是分段函数, 是分段点, 要知
 

是否存在,必

须从极限存在的充要条件入手.  

解 因为      

                  

             

       所以 不存在.  

注 1  因为 从 的左边趋于 ,则 ,故 .  

注 2  因为 从 的右边趋于 ,则 ,故 . 

8、利用函数的连续性（适用于求函数在连续点处的极限）。 
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例：求下列函数的极限 
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9、洛必达法则（适用于未定式极限） 

定理：若 
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例： 求下列函数的极限 
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注:此法采用洛必达法则配合使用两个重要极限法。 
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注：此解法利用“三角和差化积法”配合使用两个重要极限法。 
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注:此解法利用了两个重要极限法配合使用无穷小代换法以及洛必达法则 
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注:此解法利用了无穷小代换法配合使用两个重要极限的方法。 
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注:此解法利用“三角和差化积法”配合使用无穷小代换法。 

 

[解法六]： 
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注：此解法利用变量代换法配合使用洛必达法则。 
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注:此解法利用了洛必达法则配合使用两个重要极限。 
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10、  利用函数极限的存在性定理（夹逼准则） 

    定理:  设在 0x 的某空心邻域内恒有 g(x)≤f(x)≤h(x)  且有: 
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1 1 1
.......

1 2
nx

n n n n
  

                                     

 求 nx 的极限 

解：因为 nx 单调递减，所以存在最大项和最小项 

          
2 2 2 2

1 1 1
.......n

n
x

n n n n n n n n
    

     

 

         
2 2 2 2

1 1 1
.......

1 1 1 1
n

n
x

n n n n
    

     

 则
2 2 1

n

n n
x

n n n
 

   



 又因为
2 2

lim lim 1
1x x

n n

n n n 
 

   

 

lim 1n
x

x



 

 

11、用左右极限与极限关系(适用于分段函数求分段点处的极限，以及用定义求

极限等情形)。 

定理：函数极限 )(lim
0

xf
xx

存在且等于 A 的充分必要条件是左极限 )(lim
0

xf
xx 

及

右极限 )(lim
0

xf
xx 

都存在且都等于 A。即有： 




Axf
xx

)(lim
0

)(lim
0

xf
xx 

= )(lim
0

xf
xx 

=A 

例：设 )(xf =


















 

1,

10,

0,21

2 xx

x
x

xx

xe x

     求 )(lim
0

xf
x

及 )(lim
1

xf
x

 

1)1(lim)(lim)(lim

1)21(lim)(lim

000

00


















x
x

xx
xf

exf

xxx

x

xx
解：

 

由 1)(lim)(lim
00


 

xfxf
xx

 

1)(lim
0




xf
x

 

不存在

由

（又

)(lim

)01()01(

1lim)(lim

0)1limlim)(lim

1

2

11

111

xf

ff

xxf

x
x

xx
xf

x

xx

xxx























 

12、约去零因式（此法适用于 型时
0

0
,0xx  ） 

例:   求
12167

2016
lim

23

23

2 



 xxx

xxx

x
 



解:原式=
 
  )12102(65

)2062(103
lim

223

223

2 



 xxxxx

xxxxx

x
 

           =
)65)(2(

)103)(2(
lim

2

2

2 



 xxx

xxx

x
   

=
)65(

)103(
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
=

)3)(2(

)2)(5(
lim

2 



 xx

xx

x
 

=
2

lim
x

7
3

5






x

x
 

 

13、通分法（适用于  型） 

例:   求 )
2

1

4

4
(lim

22 xxx 



 

                        

解:   原式=
)2()2(

)2(4
lim

2 xx

x

x 




 

=
)2)(2(

)2(
lim

2 xx

x

x 




 

 =
4

1

2

1
lim

2


 xx
    

14、利用泰勒公式 

对于求某些不定式的极限来说，应用泰勒公式比使用洛必达法则更为方便，

下列为常用的展开式： 

1、 )(
!!2

1
2

n
n

x xo
n

xx
xe    

2、 )(
)!12(

)1(
!5!3

sin 2
12

1
53

n
n

n xo
n

xxx
xx 





  

3、 )(
)!2(

)1(
!4!2

1cos 12
242

 n
n

n xo
n

xxx
x   

4、 )()1(
2

)1ln( 1
2

n
n

n xo
n

xx
xx    

5、 )(
!

)1()1(

!2

)1(
1)1( 2 nn xox

n

n
xxx 








 

  

6、 )(xx1 
1

1 2 nn xox
x




  

上述展开式中的符号 )( nxo 都有: 



0
)(

lim
0


 n

n

x x

xo
 

例:求 )0(
2

lim
0





a

x

xaxa

x
 

解:利用泰勒公式，当 0x  有 

)(
2

11 xo
x

x   

于是 
x

xaxa

x





2
lim

0
 

=
x

a

x

a

x
a

x

)1
2

1(

lim
0




 

=
x

xo
a

x
xo

a

x
a

x













)(
2

1
1)()

2
(

2

1
1

lim
0

 

=
ax

xox
a

x

xo
a

x
a

xx 2

1
)(

2

1

lim

)(
2lim

00









 

 

    例：    

2

2

40

cos
lim

x

x

x e

x







                       

    解：泰勒展开式

2 4
4cos 1 0( )

2! 4!

x x
x x   

 

                  

2 2
2 2

42
1

1 0( )
2 2! 2

x
x x

e x
    

        
     

      于是cos x-

2

2

x

e


＝

4 41
0( )

12
x x 

 

      所以

2

2

40

cos
lim

x

x

x e

x







＝ 0
lim
x

4 4

4

1
0( )

12
x x

x

 

＝

1

12


 

 

 

15、利用中值定理 



微分中值定理:若函数 f满足如下条件： 

    (I) f 在闭区间上连续 

    (II)f 在(a ,b)内可导 

则在(a ,b)内至少存在一点 ,使得 

ab

afbf
f






)()(
)('   

此式变形可为: 

        )10(      ))((
)()( ' 




 abaf

ab

afbf
 

例:  求   
xx

ee xx

x sin
lim

sin

0 




 

解:令 xexf )(   对它应用中值定理得 

)1(0 ))sin((sin)sin()(sin)( 'sin   xxxfxxxfxfee xx 即 : 

1)(0         ))sin((sin
sin

'
sin





 xxxf

xx

ee xx

 

xexf )(' 连续 

1)0())sin((sinlim ''

0



fxxxf

x
  

从而有: 1
sin

lim
sin

0






 xx

ee xx

x
 

 

      例：求
30

sin(sin ) sin
lim
x

x x

x



        

      解：  sin(sin ) sin (sin ) cos ( sin )x x x x x x x      
      0 1 

      

        
30

sin(sin ) sin
lim
x

x x

x



 

＝

 
30

(sin ) cos ( sin )
lim
x

x x x x x

x





    

 

       ＝
20

cos 1
cos0 lim

3x

x

x




 

       ＝ 0

sin
lim

6x

x

x



 



       ＝

1

6


 

 

积分中值定理：设函数 f(x) 在闭区间  ,a b
上连续;g(x) 在 ,a b

上不变号

且可积，则在 ,a b
上至少有一点 使得

( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
f x g x f g x dx        

 a b 
 

 例：求  
4

0
lim sinn

n
xdx



   

  解：  
4

0
lim sinn

n
xdx



    

       ＝
lim ( 0)

4

n

n
six





  

     
0

4




 
  

  

       ＝
lim(sin )

4

n

n




  

       0  
 

16、求代数函数的极限方法 

(1)有理式的情况，即若: 

)0,0(a      
)(

)(
)( 001

10

1

10 









b
bxbxb

axaxa

xQ

xP
xR

n

nn

m

mm




 

(I)当 x 时，有    













































nm      

nm       0

    

lim
)(

)(
lim

0

0

1

10

1

10

nm
b

a

bxbxb

axaxa

xQ

xP

n

nn

m

mm

xx 


   

(II)当 0x  时有: 

①若 0)( 0 xQ   则  
)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

x



 

②若 0)( 0 xQ   而  0)( 0 xP   则 
 )(

)(
lim

0 xQ

xP

x
 



③若 0)( 0 xQ , 0)( 0 xP , 则分别考虑若 0x 为 0)( xP 的 s 重根 ,

即: )()()( 10 xPxxxP s  也为 0)( xQ 的 r重根,即: 

)()()( 10 xQxxxQ r  可得结论如下： 







































rs,           

rs ,   
)(

)(P

rs     ,    0

)(

)()(
lim

)(

)(
lim

01

01

1

10

00 xQ

x

xQ

xPxx

xQ

xP
rs

xxxx
 

例：求下列函数的极限 

   ①
50

3020

)12(

)23()32(
lim





 x

xx

x
           ②

34

23
lim

4

3

1 



 xx

xx

x
   

   解: ①分子，分母的最高次方相同，故 

 
50

3020

)12(

)23()32(
lim





 x

xx

x
= 30

50

3020

)
2

3
(

2

32



  

 ② 0)1(,23)( 3  PxxxP        

0)1(,34)( 4  QxxxQ   

)(),( xQxP 必含有（x-1）之因子，即有 1的重根 故有: 

2

1

32

2
lim

)32()1(

)2()1(
lim

34

23
lim

2122

2

14

3

1
















 xx

x

xxx

xx

xx

xx

xxx
 

(2)无理式的情况。虽然无理式情况不同于有理式，但求极限方法完全类同，

这里就不再一一详述.在这里我主要举例说明有理化的方法求极限。 

    例：求 )(lim xxxx
x




 

解: )(lim xxxx
x




 



2

1

1
11

1

1
1

lim

lim

lim

3

























xx

x

xxxx

xx

xxxx

xxxx

x

x

x

      

17. 利用拆项法技巧 

例6：

)
)12)(12(

1

5.3

1

3.1

1
(lim




nn
n

 

分析：由于

)
)12)(12(

1

 nn =

)
12

1

12(

1
(

2

1




 nn  

原式= 2

1
)

12

1
1(

2

1
)]

12

1

12

1
()

5

1

3

1
()

3

1
1[(

2

1
lim

lim 












nnn n

n
 

 

18. 利用单调有界准则：单调有界数列必有极限，而且极限唯一。 

       利用单调有界准则求极限，关键先要证明数列的存在，然后根据数列的

通项递推公式求极限。 

       例：证明下列数列的极限存在，并求极限。              

1 2 3, , , , ny a y a a y a a a y a a a a             

      

       证明：从这个数列构造来看 ny  显然是单调增加的。用归纳法可证。   

           又因为 2 1 3 2 1, , , n ny a y y a y y a y      
 

            所以得
2

1n ny a y   . 因为前面证明 ny 是单调增加的。 

            两端除以 ny 得
1n

n

a
y

y
 

   



           因为 1 ,ny y a  则 n

a
a

y


, 从而
1 1

n

a
a

y
  

                

             1na y a    

       即 ny  是有界的。根据定理 ny
有极限，而且极限唯一。 

       令  
lim n
n

y l



  则   

2

1lim lim( )n n
n n

y y a
 

 
            

       则
2l l a  . 因为 0,ny   解方程得

1 4 1

2

a
l

 


            

       所以  

1 4 1
lim

2
n

n

a
y l



 
 

 

 

19：利用定积分求和式的极限 

    利用定积分求和式的极限时首先选好恰当的可积函数 f(x)。把所求极限的

和式表示成 f(x)在某区间  ,a b
上的待定分法（一般是等分）的积分和式的极限。 

    例：求
2 2 2 2 2 2

1
lim

1 2 ( 1)n

n n n

n n n n n

 
    

      

 

    解：由于
2 2 2 2 2 2

1

1 2 ( 1)

n n n

n n n n n
   

     

           ＝

2 2 2

1 1 1 1

1 1 2 1 1
1 1 1

n n

n n n

 
 
   
        
        
        

        可取函数 f(x)＝
2

1

1 x 区间为 0,1
上述和式恰好是

2

1
( )

1
f x

x


                         

在  0,1
上 n等分的积分和。 

        所以
2 2 2 2 2 2

1
lim

1 2 ( 1)n

n n n

n n n n n

 
    

      



           ＝
lim
n

2 2 2

1 1 1 1

1 1 2 1 1
1 1 1

n n

n n n

 
 
   
        
        
        

           ＝

1

20

1

1
dx

x
 

           ＝ 4



 

 

20.利用级数收敛的必要条件求极限 

    利用级数收敛的必要条件：若级数 1

n

n







收敛，则  0n n  

运用这个

方法首先判定级数 1

n

n







收敛，然后求出它的通项的极限 

    例： 求  
2

lim
!

n

n

n

n

       

解：设  
2

!

n

n

n
a

n


 

           则  

 
21

1

2

!( 1)
lim lim

( 1)!

n

n

nn n
n

na n

a nn





 


 


 

                    =
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在实际学习中很多题是多种方法综合运用求解的。所以求极限时，首先观察

数列或函数的形式．选择适当方法，只有方法得当，才能准确、快速、灵活的求

解极限 。      

 



 

 

 

 


